1.1 Definicija i osnovni pojmovi

Nizove smo vé vidjeli u dosadasSnjem Skolovanju i to mnogo putak i kada toga
moZzda nismo bili svjesni.

Npr.
2, 3, 8, 15, -9, -12,

ay, az, as, a4, as , 46,
Ukratko i jednostavno, niz jaredena listaobjekata ili dogdaja.

Kao i skup, niz imalanove, ali za razliku od skupa, redoslijed je bitan i id&mit
elementi se mogu pojavljivati viSe puta na railim pozicijama unutar niza!

Definicija i osnovni pojmovi

Definicija 1.1. Svako preslikavanje : N — R, skupa prirodnih brojeva u skup realnih
brojeva, nazivamo realnim nizom.

Broj koji se ovim preslikavanjem dodjeljuje prirodnom hroj ozn&avamo sa
a(n), ili ceZe saun,, (x,, fn) i Nazivamo gan-ti €lan niza.

Pri tome brojn u oznacia,, nazivamo indeksorglana niza. Ako je specificirana
zavisnosti,, odn, onda se,, naziva opstintlanom niza.

Zaniz&iji sulanoviay, ag, ..., an, ... koristit Eemo kr&u oznaku a, )nen, ili krat-
kote radi samda,, ).

Na isti n&in moZemo definisati nizove kompleksnih brojeva, nizovektija ili
uopsteno nizove elemenata proizvoljnog skupa.

Mi €emo se ografiti na posmatranje samo realnih nund&ih nizova.

Primjer. Niz
1,2,3,...,n,n+1, ..

je niz prirodnih brojeva. Niz
1,3,5,....2n+ 1, ...
je niz neparnih prirodnih brojeva, a
1,4,9,16,25, ...

je niz kvadrata prirodnih brojeva.

Niz je potpuno odredjen svojim opStitkanom. Na primjer, ako je op&tian niza

dat sar,, = 5, niz je u potpunosti odredjen i njegoganovi suz, 3, 3, ..., ili ako
100

Zelimo odrediti stot€lan ovog nizazio0 = 137 -



Za odredjivanje niza nije neophodno da postoji formula koge eksplicitno odre-
djuje opsticlanz,, u zavisnosti och. Npr., ako jezx,, n-ti po redu prost broj, nizz,,)
je korektno definisan, iako ne znamo formulu za odredjivanjeg ¢lana tog niza.

Isto tako mozemo govoriti da je niz,,) zadat tako da ja,, n-ta cifra u decimal-
nom razvoju broja/2, mada formulu za-tu cifru tog razvoja ne znamo eksplicitno.
Znati kon&no mnogo prviktlanova niza nije dovoljno za jednozite odredjivanje
niza. Npr., ako je dato prvih pétanova niza

0,7,26,63,124,
pravilo po kome su konstruisani odianovi moZe ali i ne mora da vazi za Sesti, sedmi

i dalje Clanove ovog niza.

Predstavljanje nizova

Predstavljati nizove moZemo na dvafive. |z samog opisa hiza kao liste bro-
jeva dobijamo prvi néin, predstavljajai clanove niza na realnoj pravoj. Tako bi niz
(2,4,6,...,14), nazn&avajti tatkamaclanove niza, bio predstavljen

T2 z3 Tq 5 Ze x7

—e—F—eo —+—eo —+—eo—F——o—|—0—
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Predstavljati beskoae nizove na ovaj ri&n bio bi problem jer bi s€esto gubila
predstava o nizu. Naprimjer za niz1,1, —1,1, ...) slika bi predstavljala samo dvije
taCke

-3 -2 -1 0 1 2

a oznakamas,, i a2, 1 bi sugerisali parne i neparne pozicijanova naSeg niza.
Jos teZe bi bilo predstaviti nigt) > .

aq a3z G2 ai

Y <
I T

0 1

Oznd&ili bi prvih nekoliko ¢lanova niza, a daljélanove bi smo samo naztiktac-
kama. Bolja, preglednija varijanta predstavljanja nizaizifazi iz Cinjenice da niz
mozemo shvatiti i kao preslikavanje. Pod preslikavanjematimocinjenicu dacla-
nove niza numeriSemo po njihovim pozicijama. Tako (iz)S2_; mozZemo predstaviti
tabelom




Ovo zn&i da niz moZemo posmatrati kao preslikavanjeN — R.

Domen ovog preslikavanja je skup prirodnih brojeva i kad godomen preslika-
vanja skupN, takvo preslikavanje nazivamo niz.

Sve ovo znai da sada mozemo koristiti sve osobine funkcija, ali takégjojmove
uvedene sa njima. Ovo prije svega Znda niz mozemo predstaviti u obliku grafa.
Tako biniz(2,4, 6, ..., 14), predstavljen grafom izgledao kao na sljédieslici
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Ovo je sada puno pogodniji bim za predstavljanje beskotrah nizova. Sada gra-
ficki moZzemo predstaviti malopdl@snje “problematine” nizove:

—_

w +

Slika 1: Nizz,, = (—1)™.

1.1.1 Aritmeticki niz
Aritmeti Cki niz
Aritmeticki niz je posebna podklasa nizova koji izgledaju kao

2,4,6,8, 10, . ..
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Slika 2: Nizz,, = L.

1,5,9,13,...
8,5,2,—1,—4,...
tj. nizovi kod kojih je razlika izmdu susjedniltlanova konstantna. Formalno,

Definicija 1.2. Niz (a,,){° gdje za svaka € Nvrijedi ap41—an = ant2—any1 =4,
(d € R), naziva saritmeticki niz

1z posljednje dvostruke jednakosti slijedi dagjg;; = %(an + an+2), dakle, svaki
Clan niza je aritmetika sredina svoga prethodnika i svoga sljedbenika u nizu.

as a1+d
a3 = as+d=a1+2d
ag = az+d=a1+3d

Stoga dobivamo da je @pclan aritmettkog niza dat sa
ap=ap-1+d=a1+(n—1)-d.

Sada nas interesuje zbir pruihClanova aritmefikog niza, tj.

S, =a1+as+as+...+ay,.
Posmatrajmo za primjer aritmékii niz

1,2,3,4,5,6,...
Zbir njegovih prvih 10&lanova je
Sio0=14+24+3+4+5+...+96+ 97+ 98 4+ 99 + 100.

GrupiSimo prvi sa zadnjim, drugi sa predzadnjim itd, tj.

1+ 100 =101, 2+ 99 = 101,3 + 98 = 101,...



Na ovaj n&in dobijemo koliko parova? Naravno, dobijemo 50 parovgdwaciji je
zbir 101! Dakle odgovor je

S100 = 50 - 101 = 5050.
uoptem slitaju, zaS, = a1 +as+ ...+ an_1+ ay
atap=a1+(@+n-1)-d)=2a1+(n—-1)-d
ag+an-1=a+d+(a+n—-2)-d)=2a1+(n-1)-d...
A ovih parova ima koliko? Pa/2! Stoga dobijemo da je suma prvihlanova
aritmettkog niza

n

S, = 5 (2a1 + (n—1) - d),
ili drugatije
S, = g(al + ap).

Dakle zbir prvihn brojeva je

n

2

n(n—i—l).

1+24+3+44+...4+n 5

(14+n)=

Primjer. Ako na p@etku godine u jasttnicu stavimol 000K M i svaki slijede&i mje-
sec stavimo po 50KM viSe nego u prethodnom mjesecugugrati iznos usigevine
nakon 7 godina.

Dakle, ulazemo
1000, 1050, 1100, 1150, ... ..

Broj uloZenih iznosa j& - 12 = 84, dakle interesuje nas ukupni zIBit ovakvih ulaga-
nja, tj. Sg4. Koristeti formulu, imamo

84

Ssa = 7+ (21000 + (84 — 1) - 50) = 42 - (2000 + 4150) = 258300.

1.1.2 Geometrijski niz
Geometrijski niz
Vet smo vidjeli i dosta geometrijskih nizova, kao Sto su

1,2,4,8,16,...

111
) 27 47 8) e
tj. nizova kod kojih je mdusobni odnos susjednéianova konstantan! Formalnije,



Definicija 1.3. Ako je
An+41 _ An+42 _

- - )

an, an+1

gdje jeq realan broj, onda sgu,, );°nazivageometrijski niz

Naziv niza dolazi iz osobine da jg,+1 = \/ana,+2, dakle svakilan nizaa,, 1
je geometrijska sredinélanaa,,, koji mu neposredno prethodiclanaa,, 2, koji ga

slijedi u nizu. Dakle

a2 as a4 Gnp

= = =...= = pry q'
a1 as as An—1
Odatle imamo da je
a2 = a1-q
2
a3 = a2-q9q=ai-q
as = az-q=ai-q°,

pa odatle dobijamo formulu za 6pclan geometrijskog niza

n—1
ap = a1 - ¢ .

No ako posmatramo obratno, tj.

as
az =ay - ¢, 03102'q§q:a—7
2

dobijamo

as 2
a2 = Q1 - — = Ay = (41 * A3 = A2 = /a1 * a3,
a

tj. a2 je geometrijska sredina svojih susjedglanova! U ogem slitaju

Gp = /An—1 " An41-

Sada nas, kao i kod aritmékiog niza zanima zbir prvih €lanova, tj.S,.
Spn=a1+ag+ad+. ... +aq"’ +ad" P +ag" /- (1-q)

(1-q)Sp=a1 —a1q+a1g —a1¢’ + a1¢” — a1’ + . ..
+a1qn—3 o alqn—Q + alqn—Q o alqn—l + alqn—l o alq”-
(1-q)S, =a1 —aiq" = ai(1 —q")

odakle dobijamo da je suma prvih¢lanova




1
TR daklea; = 1, ¢ = 1. Posma-

ol

- . Lo 11
Primjer. Posmatrajno geometrijski re2d, T

trajmo zbir prvih10 ¢lanova

—_

Sl0= sttt
10=75 g T T 500

N

Ova suma je jednaka

. ] g0 11— %)10
= aq - = — - ==
10 1 1—¢ 5 11—

2101 10241
210 1024
Primjer (Kamata na kamatu) e Na pcetku godine uloZimoiznos novégau banku.

S0 = =0,9990234375

e Nakon odréenog perioda obtainava se kamata qa/ na iznos po principu
kamata na kamatu.

¢ Na kraju prvog obréunskog perioda imamo

p p
I Iy - = ] Ip-— =11+ —) =1 k.
o+ 1Io-p% = 1o+ Iy 100 o +100) 0

e Na kraju drugog obréunskog perioda osnovicajg - k, tj.

p p 2
Io-k+ (g k) —=1y-k(1+ =) =1 - k*.
o-k+ (o k) 100 0-k(1+ 100) 0
e Ako stanja nakon svakog olinanskog perioda posmatramo kao niz, dobijamo
geometrijski niz!

Primjer. Ako u banku uloZimal000K M i obra€unava nam se kamata na kamatu po
stopi 0d5%, koje Ce biti stanje na kraju dvadesetog atwaskog perioda?

Dakle I, iznosi1000K M. Sta u stvari mi trebamo izéanati?
Pa samo n-ttlan geometrijskog niza! Dakle,
L= k" o= (1+ 2y Iy = (1 4+ —=)® . 1000K M
100 100

Dakle poslije 20-tog obfaunskog perioda, u bance biti

Ipo = 1,05%° - 1000K M = 2653, 30K M

1.2 Konvergencija nizova

Konvergencija nizova



U matemattkoj analizi prod¢ava se ponaSanfdanova niza kada njihov indeks
neogranteno raste, tj. kada indeks “teZi u beskoénast”.

Ideja je da se pratava "gomilanje'tlanova niza oko neke konkretne vrijednosti.
Tako na primjerglanovi nizova(1) i (%) "gomilaju se" oko nule, tj. sve su blize
nuli kako indeksn postaje véi, Sto vidimo ako izraunamo po nekolik@lanova ovih
nizova,

i
2737475777 47 971677
Zactlanove niz&iji je opsticlan dat sa,, = w ne bismo mogli tvrditi da su sve
blize nuli kada sex povetava jer je na primjer
0<x9p_1 = L < i = T2n ,
2n —1 2n

iz ¢ega vidimo da jers,, na veeoj udaljenosti od nule nego njemu prethodgdan.

Medjutim, i ovde se moZe @iti neko gomilanje oko nule, Sto se vidi ako se izra-

¢una nekoliko prvif€lanova nizal, 2, 3,2, 1, ...

Definicija 1.4. KaZzemo da je realan brajgrantna vrijednost ili limes niz&z,,) ako
za svaka > 0, postoji prirodan broji, takav da za svaki prirodan brej> ng vrijedi
|z, — a| < &, $to jednostavnije zapisujemo materitim simbolikom sa

(Ve > 0)(Ing e N)(Vn e N)(n > ng = |z, —a| <¢). 1)
Gornjucinjenicu zapisujemo sa

lim z,=aili z, > a(n— +c0).
n—+o00

Ako je lim =z, = a, kaZzemo da niZx,,) konvergira kaa ili da tezi kaa, kadan

n—-+oo

tezi u beskonénost. Ako postoju € R, takav da 1irJrr1 x, = a, kKaZzemo da je niz
n—-+oo
konvergentan.

2+ (—1)"

Primjer. U primjeru ispred Definicije 1.4 smo pokazali dajgrf = 0.

" .. . . 1 o
Na slican n&in se pokazuje dajehrf — =20ili lim
n—-+0oo

= = 1. Pokazimo prvu
n n—4oomn + 1

relaciju.

lim — =0
n—oo n

Primjer. Nekajex, = 2. Posmatramo li nekoliko prviblanova ovog niza
=2 =2, 3y =22 =1,41..., 23 =23 =1,26...
2y =24 =1,19..., ... ,x19 = 210 = 1,07...,
vidimo da se vrijednosti umanjujui da se "kre' ka 1, tj. "osj&éamo" dajengrfoo Ty =
1. Ali ovakvo razmiSljanje ni u kom skaju ne predstavlja dokaz ove tvrdnje.



Na isti n&in se pokazuje sljedévazan limes

lim {Ya=1, (a>0)

n—-+oo

Primjer. Niz Ciji je opSti€lanx,, = (—1)™ nije konvergentan. Zaista, pretpostavimo
suprotno, tj. da je za nekoe R, hrf T, = a.
n—-+oo

Kako su sviClanovi datog niza jednaki ili 1 ili-1, to zn&i da se oba ta broja
moraju nalaziti u proizvoljnog-okolini taCke . Medjutim, to c&igledno nije mogae,
npr. izaberemo lg < % tada nije mogae da oba broja i 1 +1 budu u intervalu
(a —e,a + ¢) Cija je duZzinamanja od 1.

1.2.1 Osobine konvergentnih nizova

Teorem 1.1. Ako niz ima grani¢nu vrijednost onda je ona jedinstvena.
Definicija 1.5. Za niz(x,,) kazemo da je ograéén odozgo ako vrijedi:
(3M eR)(VneN)z, <M .
Niz je ogran€en odozdo ako vrijedi:
(Fm eR)(VneN)z, >m.

Definicija 1.6. Za niz (z,,) kazemo da je ogradén ako je skup svih elemenata tog
niza ogranten, tj. ako postoji realan brdif > 0 takav da je|z,| < M za svako
n € N. Ovo zapisujemo sa

(3M > 0)(¥n eN) |z,| < M .
Teorem 1.2. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Teorem 1.3. Neka su dati nizoviz,, ) i (yn)-

1. Ako jex, = c € R za skoro svaka € N, tada je liIE T, = C.
n——+00

2. Nekaje lim z, =xi lim y, =y (z,y € R)inekasua,bi c proizvoljni

n—-+o0o n—-+o0o

realni brojevi. Tada vaZi:

(@) lim (az, + by,) = ax + by.

n—-+o0o

(b) lim (x,+c)=x+ec

n—-+oo
(€) lm (wn-yn)=2z-y.
. mn x . .
(d) lim — =—,akojey #0iy, #0zan € N.
n——+oo Yn Yy



Primjer. Izratunati: lim (3-2% +2.3%)_

n—-+o0o

Koristeti pravilo2.(a) i ranije pokazani limes niza{/a) imamo da je

lim (3~2%+2~3%):3~1+2~1:5.

n—-+o00

- o . 1
Primjer. lIzraCunati: lim <—+6).

n—-+o0o n

Koristeti pravilo 2.(b) imamo

1
lim (—+6)=0—|—6=6.
n

n—-+o0o

Definicija 1.7. Niz (z,,) za koga vazi 1irJrr1 x, = 0, nazivamo nula-niz.
n—-+0oo

Zapravo, ispitivanje proizvoljnog konvergentnog niza sgZmsvesti na ispitivanje
nula-niza, naime vaZzi

Teorem 1.4. Niz (x,,) konvergira kaa € R ako i samo ako ni¢z,, — a) konvergira ka
0.

Teorem 1.5. Zbir, razlika i proizvod dva nula-niza je ponovo nula-niz.

Teorem 1.6. Neka je(z,,) proizvoljan nula-niz i neka jéy,,) proizvoljan ogranien
niz ( ne obavezno konvergentan ). Tada je (ziz), gdje jez, = x, - yn (n € N),
nula-niz.

cosn

Primjer. IzraCunati: lim .
n—+oco N

o cosn 1 I 1 . .
Ozn&imo saz, = = — cosn. Kako je nizx, = ;- nula-niz, a nizy,, =

n n
cosn je ogran€en (cosz < 1), to je na osnovu gornje teoreme ffiz, ) nula-niz, tj.

cosn

=0.

lim
n—-+oo n

Veza limesa i relacija poretka

Teorem 1.7. Neka je(x,,) proizvoljan niz.
1. Akoje lirf T, = x > p (< p), tada jex, > p (< p) za skoro svaka € N.
n—-+oo

2. Ako je niz(x, ) konveregentan i ako je,, > p (< p), za skoro svaka € N,
ondaje lirf T, > p (< p).
n—-+oo

Dokaz

10



a—

5=, SVi brojevi

1. Neka je lirf zn, = ainekajea > p. Stavimo li da jes =
n—-+0oo

koji pripadaju intervalla — ¢, a + ¢) su veEi odp ali skoro sviClanovi niza(z,,)
su u toje-okolini i time je tvrdjenje dokazano. Staj kada jex < p dokazuje se
analogno.

2. Neka je lim =z, = ainekajex, > p za skoro svaka. Ako bi bilo a < p,

n—-+o0o

to bi na osnovu dokazanog pod 1) Zita da jex,, < p za skoro svaka, Sto je
oCigledna kontradikcija. Dakle mora biti> p. |

Posljedica 1.1.Ako svi ¢lanovi nizéz,,) pripadaju segmentja, b}, tada i liIJrrl Ty €
7 (o)

n—
[a, b].

1.2.2 Beskonane granicne vrijednosti

Definicija 1.8. Kazemo da niZx,,) divergira ka plus beskogaosti, $to oznéavamo
sa lim x, = +oo, ako vrijedi

n—-4o0o
(VK > 0)(3Ing € N)(Vn > ng)z, > K .

Kazemo da niZz,,) divergira ka minus beskofinosti, $to oznéavamo sa lim z,, =

n—-+o0o

—o0, ako vrijedi

(VK > 0)(3%0 S N)(Vn > TL())ICn < -K.

U oba sli&aja kazemo da niz oddeno divergira.

T
10 11 12 13

K

-
oo +
o w
= 4
[ B
oy B
4
o 4
o 4

Slika 3: Odréeno divergentni nizovi.

Sada mozemo izvrSiti selekciju svih nizova u odnosu na kayareciju. Svakirealni
niz spada u jednu od klasa:

¢ Niz je konvergentan ( graéina vrijednost mu je neki realan broj).

11



¢ Niz je odredjeno divergentan ( gré&nia vrijednost mu je ilt-oo ili —o0).

¢ Niz je neodredjeno divergentan ( nema ni kéma ni beskonénu granénu vri-
jednost).

Primjer. Posmatrajmo geometrijski niz, = ¢"™ (n € N). Za kojeq € R je dati niz
konvergentan?

Teorem 1.8. Neka je lim z, =z € Rinekaje lim vy, = +oc0. Tada vrijedi:
n—-4o0o n—-4o0o
L ngrf-loo(mn + yn) = oo

2. lim (x, - yn) = sgnz - oo (x # 0).

n—-+oo
3. lim 2 —o.
n—+00 Yp
4. Ako je lirf x, = 0 i ako su skoro svi Clanovi nizér,,) pozitivni, tada je
n—-+oo
lim — = +o0.
n—-+oo T

Postoje kombinacije dva niza kada se rezultat ne moze diveddrediti kao u slu-
Cajevima opisanim u ovim teoremama. Tada kaZzemo da je @ranirijednost neo-
dredjena ili da je neodredjenog tipa. To medjutim neCzwla grantna vrijednost ne
postoji, v samo da se ne moze unaprijed odrediti primjenom pravilin dabvim
teoremama.

n%+3n—2

Primjer. Zaniz sa opstinglanomz,, = ———«——
) P = 2 bt 4

imamo neodredjenost tipg

Postoji sedam tipova neodredjenostii oni su:

,0-00,00—00, 1%, 00”, 0°.

olo

818

1.2.3 Monotoni nizovi
Definicija 1.9. Za niz(xz,,) kazemo da je

e strogo monotono rastuako vrijedi(Vn € N) 2,41 > 2.
e monotono rastti (neopadajai) ako vrijedi(Vn € N) ,,11 > xp,.
e strogo monotono opaddjuako vrijedi(Vn € N) x,,11 < .

e monotono opadafti (nerast@i) ako vrijedi(Vn € N) z,,11 < zp,.

Za niz koji posjeduje bilo koju od navedenih osobina kaZem@dnonoton niz.

12



Kriteriji konvergencije mon. nizova

Teorem 1.9. Svaki monoton niz je ili konvergentan ili odredjeno diverga ( ima
konacnu ili beskonacnu granic¢nu vrijednost ).

Teorem 1.10. Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.
U ovoj teoremi treba razlikovati dva glaja:

1. Ako je niz monotono rasti, zahtijevamo ogragenost odozgo.
2. Ako je niz monotono opadaiy zahtijevamo da je niz ograteén odozdo.
Primjer. Pokazimo daje niz,, = (1 + %)" rasti€i i ogranten odozgo.

Jednostavnim &nom se ima

Tpp1 N+ 2 1 "
= 1— .
Tn n+1 (n+1)2

Na osnovu Bernoullijeve nejednakosti je

1 " n
1-——— l————  n>2
( <n+1>2) ST ER

paimamo

xn+1>n+2 1 n _n3+3n2+3n+2
Zn n+1 (n+1)2) n3+3n2+3n+1

Dakle niz je strogo monotono rasiu

Ako sada posmatramo i nig, = (1+1)"*"

za proizvoljnon € N.

, oCigledna je nejednakost, < y,

Pokazati da je niZy,) strogo monotono opaddji ostavljeno je za vjezbu. Iz
ovoga onda zakljujemo da je bilo kojElan niza(y,,) gornje ogrartenje niza(z,,),
pa mozemo r& da jex, < y; = 4 za proizvoljnon € N.

Iz monotonosti i ograienosti nizgz,,) zakljuCujemo njegovu konvergenciju.

Granitnoj vrijednosti ovog niza dajemo posebno ime ( prema Eyleausticemo i
njegovu vaznost za €éananje mnogih drugih limesa.

Definicija 1.10.

1 n
e= lim (1 + —) .
n—+4o0o n
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Broj e nazivamo Eulerovim brojem i on je jedna od najvaZnijih meaéékih kons-
tanti. Prvih nekoliko decimala tog broja su

e =2,718281828...

Koristeti se algebrom limesa, lako se vidi da tdlkeo imamo
. I .
lim {14+ — =e (ako lim a, = o0)
n—o00 an n—o00
te direktno slijedi da

lim (14 a,)* =e (ako lim a, =0)

n—oo n—oo

Primjer. IzraCunati

3 2n—1
1. lim (1 + —) ;
n—o00 n

1 2n+1
2. lim <n+ 1) ; lim n(ln(n + 1) — Inn);

n—oo \ N — n— 00

Alati za izra¢unavanje limesa

Teorem 1.11(Teorem o lopovu i dva policajca)Neka su(z,,) i (y,) nizovi za koje
vrijedi
1. lim z,= lim y,=A.
n—+4oo n—+4o0o
2. Zaskoro svaka € Njez, < z, < yn.

Tada i niz(z,,) ima granicnu vrijednost i vazilim z, = A.

n—-+o0o

Primjer. Izra€unati; lim /2" + 37,

n—-+o0o

Kako vazi
3n<L2n 43T <23,
tada je

3§ ‘n/2n+3n§3\’7§.

Ako ozna&imo saz,, = 3isay, = 31/2, tada &igledno vaZi

lim z,= lim y,=3,
n—-+oo n—-+oo

pa na osnovu teoreme o lopovu i dva policajca vrijedi

n—-+o00 n—-+o0o
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