1.1 Matrice

1.1.1 Uvod u matrice i vektore

Pretpostavite da ste odgovorni za iznajmljivanje autotaatsiposlenicima svoje firme.

Sedméni najmovi za raztite veli€ine automobila su: kompaktni 139KM, srednji
160KM, veliki 205KM, minivan 340KM i luksuzna limuzina 430W.

Za slijede&u sedmicu znate dze vam potrebe po vé&iinama biti: 4 kompaktna, 3
srednja, 12 velikih, 2 minivana i 1 luksuzna limuzina. Kaksete izr&unali ukupnu
cijenu iznajmljivanja automobila?

Ako biste iz&unali

4-139KM +3-160KM 412 - 206 KM + 2 - 340K M + 1 - 430K M = 4606 K M

bili biste u pravu. No upravo ste uradili problem mnoZenjdrina a da niste toga bili
svjesni!
Potrebno auta Sedmical Sedmica2 Sedmica3

Kompakt 4 7 2
Srednji 3 5 5
Veliki 12 9 5
Minivan 2 1 3
Limuzina 1 1 2

Ukupna cijena iznajmljivanja za svaku sedmicu bi sedareala tako Sto pomnozimo
ove koli¢ine sa odgovaraftim cijenama.

Definicija matrice

e Matrica se definiSe kao niz brojeva (ili algebarskih simbola) srejei$tu redove
i kolone.

e Stoga potrebe iznajmljivanja automobila za tri sedmice sZemapisati kao

matrica:
4 7 2
3 5 5
A= 12 9 5
2 1 3
1 1 2

e Svaki red odgovara vdini auta, a svaka kolona odgovara sedmici koju posma-
tramo.

e UobiCajeno je da se matrice oZiavaju velikim slovima, nprA, B,C, M, N i
sl. a da si€lanovi matrice uokvireni zagradana ili [-].



Svakiclan matrice se zovelementmatrice. Elementi matrice moraju formirati
kompletan pravougaonik, bez praznih mjesta.

U gornjem primjeru imamo 5 redova i 3 kolone. \@@fia matrice se nazivad
matrice

Ako matrica imamn redova in kolona, kaZzemo da je matrica redax n.

Matrica A je redab x 3.

Definicija vektora

Matrice sa samo jednom kolonom ili samo jednim redom se aariektori

Na primjer, skup cijena iznajmljivanja automobila s&ptka je vektor reda x 5
(139 160 205 340 430),
dok su potrebe iznajmljivanja za prvu sedmicu 1 vektor:

4

3
12
2

1

1.1.2 Operacije na matricama
Sabiranje i oduzimanje matrica

Matrice kojeimaju isti redse mogu oduzimati i sabirati.
Sabiranje, odnosno, oduzimanje se radi na odgové@irajalementima.
Primjer. Trgovac prodaje dva proizvod@,i R i ima dvije prodavniced i B.

Broj proizvoda koji su prodani u zadnje 4 sedmice su pokaramatricamaA i
B ispod, gdje kolone predstavljaju sedmice a redovi odggugreoizvodima@ i R
respektivno.

5 4 12 7 8 9 3 4
A‘(m 12 9 14)’ B_(s 18 21 5)

Kako prikazati ukupnu prodaju proizvoda po sedmicama u phjelavnice? Jednos-
tavno, saberemo matrice!

54 12 7 8 9 3 4
T_A+B_(1o 12 9 14)+(8 18 21 5)



5+8 4+9 1243 T+4 \
1048 12+18 9421 14+5 )

(13 13 15 11
—\ 18 30 30 19 )°

Oduzimanje matrica

35
8

1230 7 35
A_B_(s 15)_(4 8)
[ 12-7 30-35\_(5 -5
“\8-4 15-8 ) \4 7

MnoZenje skalarom

Primjer. Akoje A = ( ) koliko je A — B?

~
®
s
|
~
ESOEN|

e Postoje dvije vrste mnoZenja koja se mogu izvrSiti nad roatna. Matricu mo-
Zemo pomnoziti specthom vrijednoéu, kao Sto je broj (mnozenje skalarom)
ili drugom matricom (matGno mnozenje).

e Skalarno mnoZenije je vrlo jednostavno i predstavlja mngzevakog elementa
matrice datim skalarom! Maftho mnozenje je dosta komplikovanije, ali o tome
malo posilije.

e Data je matrica dva prodana proizvoda za dvije sedmice: ( 182 i’g )

gdje redovi predstavljaju proizvode, a kolone sedmice. &kaki proizvod koSta
4KM, izraCunajte pazar po proizvodima po sedmicama.

12 30 48 120
P4A4<8 15><32 60)
Dijeljenje skalarom radi na apsolutno istidia (sve dok taj skalar nije nula!)

Primjer. Ako skup cijena iznajmljivanja automobila = (139 160 205 340 430)
ukljuCuje PDV 0d17%, a vaSa kompanija moZe dobiti povrat poreza, dajte vektor
cijena bez poreza.

1
U:1—17p:( 118,80 136,75 175,21 290,60 367,52 ).



MnoZenje matrica

e Ako mnoZzimo jednu matricu s drugom matricom, osnovno peajdlda mno-
Zimo elemente duz redova prve matrice sa odgovaiajelementima niz kolonu
druge matrice.

¢ Najjednostavniji néin da se ovo razumije je da prvo pogledamo nekoliko pri-
mjera sa vektorima.

¢ Vratimo se naSem primjeru s petka i posmatrajmo vektore:

4
3
p = (139160 205 340 430), ¢=| 12
2
1

e Dakle kao Sto smo uradili na petku, prvi element redovnog vektora mnozimo
sa prvim elementom kolonskog vektora, te to saberemo sayoddm drugog
elementa sa drugim, itd.

139-4+160-3 +205- 12+ 340-2 4430 - 1 = 4606.

e Posmatrajmo sada $laj kada trebamo iztainati sve cijene po sedmicama, tj.

4 7 2
3 5 5
A=1] 12 9 5
2 1 3
1 1 2

e Kako bismo izrgunali sve cijene po sedmicama, trebamoiwaktor

4 7 2
3 5 5
t=p-A=(139160205340430) | 12 9 5
2 1 3
1 1 2

e Rezultat je
t = (4606 4388 3983).

e Ako prva matrica pri mnoZenju ima viSe od jednog reda, ondaostupak po-
navlja dok ne iskoristimo sve redove.



Primjer. PomnoZimo matrice

407 75 2
(8 1) e (00)

A-B=
(56 76 15
~\ 60 48 17
e Sad se moZete zapitati Sta se dogodi kada pokuSamo ponmakiice gdje se

broj elemenata duz redova prve matrice ne poklapa sa brdimeeata duz
kolona druge matrice.

4
3
3
3

1
4-7+7-4 4547
8- 7+1-4 8-5+1-

e Odgovor je da se tada te matrice mogumnoziti!

e Dakle, ako matrical ima redm x n, a druga matricd3 ima redr x s, mnozenje
tih matrica je mogae ako i samo ako je = r i tada matricad B ima redm x s.

MnoZenje matrica - opsti slutaj

Optum x n matricu mozemo napisati kao

a1 ai2 . A1n

a1 azz2 ... Q2n
A =

Am1 Am2 cee Qmn

U ovom opStem sitaju kada mnozZimo dvije matrice, redam x n i B redan x r

ail ai12 e QA1n b11 b12 e blr
a1 a2 e a2n b21 b22 e bgr
A-B=

Am1l  Gm2 -« Gmn bni bz ... bar
C11 Ci2 ... Cir
C21 C22 . Cor

= : . : . =C

Cm1 Cm2 ... Cmr

Ovdje su elementi matrio€ dati sa

cir = a11bir +a2ba + ...+ ainbnr
cl2 = a11bia +aigbaz + ...+ aipbpe
Cmr = amlblr + am2b2r +...+ amnbnr



Primjer. Nadite proizvod matrica

4 2 12 10 0,5 1 7
A= 6 0 20 |, B= 6 3 8 2,5

1 8 5 4 4 2 0

Primjer. Nadite proizvod matrica
1 3

3 -1 2 0 —: 1
A=|(1 0 3|, B=| -1 é =

4 0 2 0 2 -5

Jedini€na matrica

e Zadnja matricad B predstavlja primjer specéfne matrice. Matrica sa jednicama
na svojojprincipalnoj dijagonalii nulama svugdje drugo se zojeglinicha ma-
trica. Ozna&ava se sd. JedinEna matrica mora uvijek bitvadratna tj. reda
n X n.

¢ Bilo koja matrica redan x n pomnoZena sa jediemom matricom reda x n
ostaje nepromjenjena, tj.
A-T=A.

e Matrica koja na svim elementima ima nulu se zowta matrica

Problem dijeljenja

e Problemu ‘dijeljenja’ matrica se pristupa preko derivagiverzne matrice

¢ Jedna od motivacija za traZenje inverzne matrice je rjiegawstema jedri@na.

Npr.

3x1 +8x2+x3+ 224 = 96

2011 — 2£C2 + 41‘3 + 0514 69

11zy + 329 +3x3 —bxy = 75

1+ 1200+ 23+ 8x4 = 134
e RjeSenje gornjeg sistema je

e 3005 29— 7405 x3—§ 147@
VTt T a7 T 190 T 4

no to za sada nije najvaznije.



e Ove jednd@ine moZzemo da predstavimo u mabdj formi Ax = b, naime

3 8 1 2 T 96
[ 20 =2 4 05 x| | 69 |
Adr=1 17 3 3 5 R B
1 12 1 8 T4 134

e Kako rijesiti ovaj sistem jedr@na koristé&i se gornjim matinim oblikom?

e Sjetite se jedinine matrice - ukoliko bismo na neki ¢&ia mogli pomnoZiti obje
strane jednéine odgovarajoom matricomB tako da sa lijeve strane jednakosti
dobilemoBA = I, tada bi na desnoj strani jednakosti dobili rjeSenje siatem
jedn&inaBb!

e No nalaZenje te matricB nije trivijalna stvar.

¢ Inverzna matricge pojam koji nam je neophodan kako bismo rjeSili gorniji pro-
blem.

Predznanja za inverzne matrice

Kako bismo pronasli inverznu matricu, moramo posmatrggdite koncepte u
matricnoj teoriji:

e Determinate;

e Minori;

e Kofaktori;

e Adjungirana matrica.

1.2 Determinante

1.2.1 Definicija determinante
Determinante

Svakoj kvadratnoj matricl mozemo pripisati jedinstven broj koji se hazileter-
minantamatrice —det A

Determinanta (kvadratne) matrite< 1 je sam jedini element matrice!

Determinanta (kvadratne) matri@ex 2 je broj koji dobijemo kada pomnoZimo
elemente na suprotnigoskovima i oduzmemo ih, tj.

ail a2

= a11a22 — @120G21-
a21 a2




Primjer. Naci determinantu matrice
5 7
4 9 )°

‘25-9—7-4245—28:17.

= Ot

7
9

Sarusovo pravilo

Sarusovo pravilo je jednostavandiraza izr&unati determinantu téeg reda.

a11 a2 ais ail a2
a21 @G22 Aa23 a21 @G22 = Q11G22a33 + 12023031 + Q13021032
az1 azz2 ass a3l as2

—a31022013 — 32023011 — 330210412

Primjer. Izra€unati determinantu ponda Sarusovog pravila:

1 2 3 1 2
4 5 6 4 5 =1-5-10+2-6-74+3-4-8
7T 8 10| 7 8

-3-5-7-1-6-8—2-4-10=-3.

Pojam minora

Definicija 1.1. Minor M;; elementaz;; matrice A je subdeterminanta koja se dobije
iz det A brisanjemi-te vrste ij-te kolone.

Primjer.

Pojam kofaktora
Definicija 1.2. Kofaktor ili algebarski komplemem;; elementay;; matriceA
Aij = (—1)i+jMij

Primjer.
Agz = (—1)2T3 Moz =4, A1z = (—1)' T3 My = -2



Laplaceov teorem

Teorem 1.1. Laplaceov teorem nam daje nacin racunanja determinamé&yoljne
kvadratne matrice, po formuli

n n
det A = Zaiinj = Zaiinj
j=1 i=1

Ocito imamo dva néina za r&un, no oba daju isti rezultat. Prvo se zove razvoj po
i-toj vrsti, a drugo razvoj pg-toj koloni. DrukCije receno, imamo:

det A =a11d1 + a12li2 + ...+ a1nAin = a1 i1 + a1 dor + ... F an1lns

Primjedba. Laplaceov razvoj je najbolje raditi po onom redu (ili kolpnikojoj ima
najvise nula!

Moguce je, ne mijenjajai vrijednost determinante posida u nekom redu (koloni)
imamo Sto véi broj nula. To se postize koriStenjem osobina determipanto tomu
malo posilije.

Determinanta matrice treceg reda

Za optu matricu tréeg reda, determinanta se moze, na primjergiznati po for-
muli:
ajlp a2 as
a1 ag2 0G23 | =
as1r az2 ass

a21 ag3
a31 ass

a2 Aa23
asz2 ass

a21 a2

+ ais
as;  as2

a11 — @12

11022033 — @11023032 — 012021033 + 12023031 + 013021032 — G11022031-

Primjedba. lako smo determinantu matridex 3 nasSli posmatrajti duz prvog reda,
mogli smo to uraditi duz bilo kojeg drugog reda ili kolone.

No u tom sli&aju treba obratiti paznju!

Primjer. Naci determinantu matrice

4 6 1
2 5 2
9 0 4
4 6 1
2 5 2| =uas1ds +asAs + aszzAss
9 0 4
6 1 4 1 4 6
SHHER



=9-(6-2—1-5)+4-(4-5-6-2)=9-7+4-8=095.

Prije nego sto prdemo na osobine determinanti, treba nam jedan koncept icaragt
koji do sada nismo Koristili, a to je pojatransponovane matrice

Definicija 1.3. Neka je data proizvoljna pravougaona matricaedam x n. Njena
transponovana matric4’ je matrica reda x m koja se dobie iz matricd obrtanjem
pojmova redovai kolona, tj. ako j¢ = (a;;),i=1,...m,j=1,...n,

AT = (aj),j=1,...,n,i=1,...,m.

Primjer.
10 0,5 1 7 0105 g i
A= 6 3 8 25 | =4T= ’
4 4 2 0 18 2
7 25 0

1.2.2 Osobine determinanti

Osobine determinanti

P1 det AT =det A

Primjer.

A<§ (1))

P2 Zamjenom dvaju redova (ili kolona)unutar determinanienja se znak deter-
minante, no ne i numaika vrijednost.

Primjer.

P3 Determinantu mnozimo nekim brojem tako da joj sve elempainog reda (ili
kolone) pomnoZimo tim brojem. Dréke, zajedntki faktor nekog reda (ili ko-
lone) se moze izwti ispred determinante.

2 2
(22
P4 Determinanta je jednaka nuli ako su svi elementi jedndg (& kolone) jednaki
nuli.

Primjer.

P5 Determinanta je jednaka nuli ako su elementi jednog riéd@lone) proporci-
onalni odgovarajtim elementima nekog drugog reda (odnosno kolone)

10



Primjer.

1 2 3 4
01 -5 8
2 4 6 8| 0-
1 0 -3 4

P6 Vrijednost determinante seGgepromijeniti ako elementima jednog reda (ili ko-
lone) dodamo odgovaraje elemente nekog drugog reda (kolone) pomnoZene
jednim istim brojem.

Primjer.

P7 det(A-B) =det A-det B

Primjer.

P8 det(A™!) = L.

Primjer.

N
Il
7N
—
o |
]
'
=
—
I
7N
— W
[y
'

-2

1.3 Inverzna matrica

1.3.1 IzraCunavanje inverzne matrice

Inverzna matrica

Definicija 1.4. Neka je A kvadratna matrica x n. Ako postoji kvadratna matrica
Xnxn takva daje
AX =XA=1,

tada se ona naziva inverznom matricom matrice A d®bise oznéava sad .

Dakle imamo da je
AAT P =AtA=1T.

Osobine inverznih matrica
1. Nema svaka matrica svoju inverznu matricu. Prije svegarambiti kvadratna

matrica. Ako kvadratna matridenainverznu matricu, onda se ona naziegu-
larnom a in&e se zoveaingularnom

11



2. Ako postojiA~!, onda je iA inverzna matrica matricd —?, tj.

(A=)~ = A,

3. Ako inverzna matrica postoji, ona je jedinstvena.
4. (AB)"! = B~tA~! (Dokaz.)
5. (AT)=! = (A=1)T (Primjer.)

Dokaz
Neka su matriced, B, A- Bi B - A inverzibilne.

(A-B)-(A-B)"' =1 < A" A-B-(A-B) ' =A"

I-B-(A-By'=4"' <= B'B-(A-B)y'=B1a"!
I-(A-By"'=B1'A"" |

Uslovi za postojanje inverzne matrice

e Inverznu matricud—! moZzemo samo progaza kvadratnu matricu.

U nekim slitajevima matricad ! nete postojati!

Ako matrica ima inverznu matricu, ona se naziegularnom Inate naziva se
singularnom

Matrica A je inverzibilnaako i samo ako postoji matricA—! za koju vrijedi
AATL =T

Nula matrica nije inverzibilna.

Linearna zavisnost dvaili viSe redova (ili kolona) unutaatrice takaler onemo-
gucava inverziju.

Teorem 1.2. Matrica A je singularna ako i samo ako jéet A = 0, tj. matrica A je
regularna ako i samo akdet A # 0.

Dokaz.det A - det(A~!) =det(A- A~!) =det I = 1.
Odavdije slijedi da jelet A # 0! |

Dakle, kriterij regularnosti matrice A je da imamo

det A # 0.

12



Kofaktorska matrica

Definicija 1.5. Kofaktorska matrica matricd je matrica koja sadrzi kofaktore eleme-
nata matriced na odgovarajtim mjestima

A A .o A

A21 A22 R A2n
cof(A4) = . . . .

A1 Anz .. Apn

1.3.2 Adjungirana matrica

Adjungirana matrica

Definicija 1.6. Adjungirana matrica matricel je matrica definisana sa &dj) =
(cof(A))T, 4.

All A21 oo Anl

. A12 A22 oo An2
adj(4) = . . . .

Aln A2n oo Ann

Inverzna matrica - KONA CNO!

Teorem 1.3. Neka je kvadratna matrical regularna. Tada postoji njena inverzna
matricaA~! i imamo da je

At ! dj(A).

~ detA "
- 1 -3
Primjer. A = ( 9 4 )
Primjer. det A = 10 # 0, stoga postoji inverzna matrica! Nizno sada sve minore:
My =4, Myp =2, My = =3, M2y = 1.
Stoga su kofaktorska matrica i adjungirana matrica:
4 =2 . 4 3

Konatno

o
—
Il
=
o
7N
\
oo IS
— W
'
I
7 N
‘ [N
S
SRS
'
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Algoritam izra Cunavanja inverzne matrice

1. 1IZRACUNAJTE DETERMINANTU det A!ll Ako je det A # 0, onda zaklju-
¢imo regularnost i inverzna matrica postoji.

2. lzr&unajte sve minore matricé.
3. lzr&€unajte sve kofaktore matricéi napisite cofA).
4. |zra&unajte adj4) = [cof(A)]7.
5. Podijelite adjA) sa determinantom!!!
6. Dobivena matrica jel ~!. PROVJERITE REZULTAT!!
1 -2 0
Primjer. Natiinverznu matricumatriect = | —1 0 3
2 1 —4
0 3 -1 3
=1 —(=2). = _ | -1
1. detA=1 ‘1 4‘ (-2) ‘ ) 4‘ 740 =34
-1 0
2. My = =3, Mo = -2, M3 9 1 ‘ =-1

Moy =8, Mas = —4, Maz =5, M3; = —6, M3z =3, M3z = —2.

3. All = 737 A12 = 27A13 = 71;"421 = 78; A22 = 747A23 = 75; A31 =
—6, Asp = —3, Azz = —2.

-3 2 —1
4. cof(A)=| -8 —4 -5 |,
-6 -3 -2
-3 -8 —6
adj(A)=| 2 -4 -3 |.
-1 -5 =2
3 8 6
B 1 _ 1 %
5 A = — adj(4) = -2 2 2
de@ =17 1 g
7 7 7

14



Primjena u rjeSavanju matri ¢nih jednacina

Matricna jednaina je jednaina u kojoj su nepoznate i koeficijenti matrice.

Primjer. A-X = B. Tada ovo rjeSavamo tako $to pomnoZimo cijelu jednaktigve
stranesaA~!.

A-X=B=A'1'A.X=A4A1'"B=I.X=A"1.B,
dakleX = A~ . B.
0 3 0 4

jednainu pomnozimo sal~! sa desne strane, dobijemd= B - A~!, pod uslovom
da postoji.

detA=6=34"1.

o (3 -1 1
ade<0 2>:»A <

Stoga je nepoznata matrica
1 2
(o i) o

Linearna (ne)zavisnost matrica

Primjer. A = ( 21 ) B = ( L2 ) Rijesiti X - A = B. Ako matrnu

O

el |
D=

N

<=

O =
W=
N——

I
7N\

O N=

SN SIS
\_/

Mi €emo razmatrati samo linearnu (ne)zavisnost kolonskitiavaih matrica (vek-
tora).

e Za dvije matricev;, vo kaZzemo da slinearno nezavisnakoliko
a1 +agvg =0 = a3 =ay =0.
e Za porodicu matricay, vs, . . . , v, kaZemo da slinearno nezavisnakoliko

av1 t v+ ...+ apv, =0 = a=as=...=a, =0.

e U suprotnom, kaZzemo da dimearno zavisne Linearna zavisnost slijedi ako
barem jedan od; # 0.

Primjer. Provjerite linearnu (ne)zavisnost vektara v, vs:
U1 = (1a 27 0)) V2 = (1a 07 3)) U3 = (27 2; 3)
avy + BUQ + Y3 = (Oé, 20[, 0) + (Bv 0; 3/8> + (277 27; 37) =

(a+ B+ 2v,2a+ 27,38 + 3v).

15



Ovaj zbir je jednak nula matrici ako i samo ako je zadovoljen
a+p+2y =
20042y =
3B+3y =

BudLti da je ovo kvadratni sistem, d® imati netrivijalnih rieSenja ako i samo ako
je determinanta siste® = 0 (o tomu viSe brzo!).

O N =
w O =
W NN

Stoga mozemo rtac, 3,y # 0 tako da jeav; + Bvs + yvz = 0. Takvi su na primjer
a=1,=1,v=—1.

Vjezba. Provijerite linearnu (ne)zavisnost vektarg vs, v3 i vektorawv,, ve, v3, vy4:

v = (0,0,1), 05 = (0,2, -2),v3 = (1,—2,1), vy = (4,2,3)

1.4 Rang matrice

Rang matrice

Koncept linearne zavisnosti vektora (tj. matrica) nam ootaga uvaenje jednog
vaznog pojma i osobine matrica, naimang matrice Vazno je napomenuti da, za
razliku od determinanti, rang matricé mozemo pron& zabilo koju matricu A4, tj.
dimenzijam x n.

Definicija 1.7. Ako je maksimalni broj linearno nezavisnih redova koji maienei
u matrici A jednak brojur, tada taj broj nazivammng matriceA i ozna&avamo ga sa
r(A).

Primjedba. Rang matrice-(A) takader u isto vrijeme ozrizava maksimalni broj line-
arno nezavisnih kolona!

Primjedba. Rang matrice moZe biti maksimalme ili n, tj.
r(A) < min(m,n).

Primjedba. Po definiciji,n x n regularna matrica ima linearno nezavisnih redova (tj.
kolona) paimarang(A4) = n.

S obzirom na vezu linearne zavisnosti i determinanti, rangyice mozemo druga-
Cije definisati:
Definicija 1.8. Rang matrice’(A) je maksimalni red determinante rate od nule
koja se moze formirati od redova i kolona te matrice!

16



IzraCunavanje ranga matrice

Pri odrdivanju ranga matrice koristitemo tzv. elementarne transformacije ma-
trice:

1. zamjena mjesta dva reda ili dvije kolone;
2. mnozenje reda ili kolone nekim brojem rd&zlim od nule;

3. elementima jednog reda (kolone) mozemo dodati odgas@ajlemente drugog
reda (kolone).

Primjenom ovih transformacija, doldie se matrica koja ima isti rang kao if®ina
matrica (kazemol = B akor(A4) = r(B)).

Ovaj postupak ide na B da svaki naredni red ima jednu nulu viSe od prethodnog,
Sto se naziva i postup&kaussove eliminacijeOvaj postupak je gian onome \denom
kod izr&unavanja determinanti (s&fenje kolone ili reda na Sto viSe nula). Rang ove
dvije matricece biti isti zato Stote se vrijednost maksimalne determinante mozda
promjeniti, no nikada ne moze postati jednaka nuli!

Po zavrSenoj Gaussovoj eliminaciji, rang je u stvari broiose (tj. kolona) koiji
imaju barem jedan element ra&itiod nule!

Primjer.
1 2 3 —4
2 1 0 1
3 -1 2 3
5 0 2 4

Oduzevsi2x prvi red od drugog reda3x prvi red od tréeg reda i5x prvi red od
Cetvrtog reda, dobivamo

1 2 3 -4 1 2 3 -4
A~ 0o -3 -6 9 N 0 1 2 =3
0o -7 -7 15 0o -7 -7 15
0 —-10 —13 24 0 —10 —-13 24

Dodavsi7z drugi red tréem redu il 0z drugi redCetvrtom redu, dobivamo

1 2 3 —4
01 2 -3
A~ 0 7 6
0 0 7 —6
Konatno, oduzimanjem tieg reda odetvrtog reda, dobivamo
1 2 3 —4
01 2 -3
A1 0 0 7 -6
0 00 O



Ova matrica ima rang, jer se iz nje moZe napravidi x 3 determinanta raziita od
nule, tj.

:7,

S RN
N N W

1
0
0

ane i4 x 4 determinanta radtita od nule, pa je rang getne matrice!

Primjer.

2 4 1 3 1 2 -1 0

-1 -2 1 0 2 4 1 3

0 0 22117 71oo0o 2 2

3 6 2 5 36 2 5

1 2 -1 0 1 2 -1 0

I1-21,1V—3I o0 3 3 0 0 1 1

~ 00 2 2171oo0o o0 o

00 5 5 00 0 0
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