1 Granicne vrijednosti

1.1 Intuitivni uvod u grani ¢ne vrijednosti
Uvod

Razvoj diferencijalnog réuna stimulisan je od strane dva geometrijska problema:

e nalazenjem povrSina ravnih povrsi;

e nalaZzenjem tangenti na krive.

Oba ove problema zahtjevaju ‘grénie procese’ za svoja o rieSenja.

Medutim koncept limesa ili gragne vrijednosti je fundamentali graditeljski blok na
kojem se zasniva cijeli diferencijalni i integralnitian! Na pd@etku ovog poglavlja
ctemo promatrati gradihe procese informalno. Mnogi problemi diferencijalnogter
gralnog r&una se izvode iz slijedeca tri problema:

Tangentni problem

Ako nam je data funkcijg i tatka P(z, y0) na grafu funkcije, na jedn&inu linije
koja je tangentna na grdfu tacki p

PovrSinski problem

Ukoliko nam je data funkcijg, neti povrSinu ispod grafa funkcij¢ i intervalafa, b]
naz-osi.

Problem trenutne brzine

Ukoliko nam je data kriva pozicije u odnosu na vrijemetzsticu koja se ki duz
koordinatne linije, nai brzinu te€estice u datom vremenu.

Tangentni problem

[Primjer tangentnog problema Promatranje ovih problemaduoga historiju.

Povrsinske formule za osnovne geometrijske figure, kaospwas/ougaonici, poligoni

i krugovi idu nazad do najranijih matemélih zapisa. Prvi pravi napredak od najpri-
mitivnih pokuSaja je napravio stardgki matemaittar Arhimed(‘ Apxtunons), koji je
razvio genijalnu, ali napornu tehniku, koja se zaghnika iscrpljenjakako bi nasao
povrsine regija koje su ograigne parabolama, spiralama i raznim drugim krivim.

Do 17-0g stoljéa mnogi su matemaari otkrili naCine kako izr&unati ove povrsine
koristeti limese. Meditim, svim ovim metodama je nedostajala generalnost.



Uvod u povrSinski problem

Veliki napredak su napravili nezavisno jedan od drugoga tdew Leibniz, koji su
otkrili da se povrSine mogu dobiti obwci proces diferencijacije.

Newtonov radDe Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinidat1711 se
smatra péetkom vise matematike.

Sir Isaac Newton PRS MP




Gottfried Wilhelm Leibniz
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Tt 2. Suppafe

Tradicionalno se smatra da matematika koja proizilazingéntnog probleméini di-
ferencijalni r&un, dok matematika koja proizilazi iz povrSinskog probégmnedstavlja
integralni r&un.

Medutim, vidjettemo da su ova dva problema toliko vezani jedan za drugi deg®
teSko napraviti razliku izmaddiferencijalnog i integralnog ana!
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Kako bismo bolje razumjeli gornje probleme, potrebno je diad precizniju definiciju
onoga 3to smatramo tangentnom linijom, povrSinom i brzinom

Tangentne linije i limesi

Povrsinski problem

Ay

7= 11%) et

a x,x, x,, b X

Trenutna brzina

Ako secestica krée u pozitivnom smjerg-ose, koja zavisi od vremenaprosj&nu



brzinuv,, Cestice tokom vremenskog intervalagddo¢; definiSemo kao

N S1 — So N As

ot —ty At

gdje sus; i sg s-koordinat€estice u vremenima i ¢, respektivno. Geometrijski, ovo

je nagib sekante koja povezuj€ka (o, so) i (t1, s1) na krivoj koja pokazuje poziciju
u ondosu na vrijeme.

UST'

Pretpostavimo madim da nismo zainteresirani za praspel, ve& za trenutnu brzinu
Uiren U datom vremend. Intuicija nam govori da preko dovoljno malog vremenskog
intervala, brzin&estice née previsSe varirati. Drugim rfgma, n&e biti velike razlike
izmetl vyen, | vs,- UkoIiKO je interval(to, t1) dovoljno mali.

S1 — S0
t1 —tg

Vtren =~

Sto jet, blize ty, to je ova procjena bolja. Medim, kako set; priblizavat,, nagib
sekantete se sve viSe pribliZzavati nagibu tangente na krivu poio&sstice u vremenu
t = to. Stoga nam ovo predlaZze da trenutnu brzinu u vrenteau, definiSemo kao
nagib tangente na krivoj pozicije u odnosu na vrijeme u catit

Tangentni problem

Neka se materijalna tka krece po krivoj tako da funkcija = s(t) izrazava predni
put, od neke poetne t&ke O(0, 0), u funkciji od vremena. Prema tome, u trenutku
materijalna tdka se nalazi u t&ki M (¢,0), a u trenutkut + At u tacki N (¢ + At,0).
Preteni put do trenutka je s(¢), a dot + At je s(t + At). Nas zanima kako odrediti
brzinu te t&ke kada je ona u &i M (t,0).

Ozn&imo saw,, srednju brzinu téke na putu\/ N, tada je
— s(t+ At) — s(t)
sr — At *

Prirodna definicija trenutne brzinettee u momentu/ je grantna vrijednost srednje
brzine kadaV teZi premal/ (a to e se dogoditi akd\¢ — 0). Dakle, brzinav(t) u
tacki M se definira kao

tji. prvom derivacijom funkcijes(¢) po argumentu. Geometrijski, prva derivacija
(kon&na ili beskonéna) funkcijef, u tacki o, predstavlja koeficijent pravca tangente
(t) na krivuG ¢ u tecki zo.

Da bismo se u to uvjerili, najprije trebamo definirati tantyekrive.

Definicija. Tangenta na neku krivG ¢, u zadatoj téki (zo, f(zo)) te krive, definira se
kao prava koja sadrZi thu (z¢, f(z¢)) € Gy, a predstavlja grafini poloZaj snopa



sjeCica (tetiva) krive, koje spajaju t&u (zo, f(zo)) kao stalnu i bilo koju drugu t&ku
(z, f(z)) na krivoj. Pri tome snop sfEca nastaje pomjeranjemctee (z, f(x)) po
krivoj prema stalnoj téki (zo, f(xo)).

AY

<

F

9/

Ako fiksiramo t&ku M (xo, f(x0)) € G, tada snop pravih koje prolaze kroZka M
imaju jedn&inu

y — f(zo) = k(z — 20), (P)

gdje sve prave snopa imaju koeficijent prakc#&rava koja ima koeficijerit = tgas =
f'(x), jasno, predstavlja tangentu krigg:. Naime, koeficijent pravca sjee (s) je

tgaq = Mth/ — f(iCO‘f'h}Z—f(xO).

Povrsine ravnih likova.
Slika 1

Pretpostavimo day = f(z),x € [a,b], gdje je f nenegativna i neprekidna funkcija,
ima grafik kao na slici 1.

Figura D 4y, U ravni Ozy, ograntena dijelovima pravie = a, z = b,y = 01
zadatom krivon'y, zove sekrivolinijski trapez

Izvedimo formulu za izréunavanje pogﬁég@ove ravne figure.



A
B
y=jx)
A
a x;x, x,, b Tx
e
7B
y=1x) 1
A
a x,x, x,, b 'x

Neka je P= {a = 29 < 21 < --- < z,, = b} podjela segmentg, b]; ozn&imo dalje
m; = inf  f(z)iM;,= sup f(x).

z€[xi—1,24] z€[zi_1,2i)
Tadace donja Darbouxova sumdf, P) biti jednaka zbiru svih povrSina upisanih pra-
vougaonika u figurw 4 gp,, Cije su visinem,, kao na slici 1. Sa druge strane, gornja
Darbouxova sum&( f, P) bice jednaka sumi povrSina opisanih pravougaoriife,su
visine M;, kao na slici 2.

Darbouxove sume

Pretpostavimo da j¢ definirana nda, b] i da je ograntenaadaje P- {a = 2o < 21 < -+ - < x, = b}
podjela toga segmenta. Uvedimo oznake

m; = inf  f(z),m= inf f(x),
z€[Ti—1,%4] z€[a,b]
Mi= swp f@),M= swp f(z)
z€[Ti_1,%4] z€la,b]

Sumesp = s(f,P) = > m;Ax;, Sp = S (f,P) = > M,;Ax; nazivamo, redonto-

=1 =1



njom i gornjom Darbouxovom sumom funkcije f na segment{u, b], koje odgovaraju
podjeli P.

Buduti da je f integrabilna funkcija naa, ], jer je neprekidna, to za zadato> 0
postoji podjela P segmenia b], tako da jeS( f,P)—s(f,P) < e, odnosno krivolinijski
trapez je mjerljiva figura, a njegova povrsina je

b
P(DABba) = /f(m)dm (1)

Sada kada imamo motivaciju, vrijeme je se pozabavimo samim@m grantne vri-
jednosti.

Najosnovnija upotreba limesa je da opiSemo kako se fungoijeSa kada se nezavisna
promjenljiva priblizava odreghoj vrijednosti!
Primjer. Posmatrajmo stoga npr. funkciju= 3z + 1 i razliCite vrijednosti funkcije
za razltite argumente
x|05(07|08]|09]|0,95]| 0,99| 0,999 0,9999
yl|125|31|34]|3,7|385| 397 3,997 | 3,9997

Ocito, kako se argument funkcije priblizava vrijednostsa lijeve strane, vrijednost
funkcije se priblizava vrijednost.

Kazemo da funkcija teZi vrijednosti kako vrijednostr tezi kal (ovaj put s lijeve
strane).

x|15(13|12|11|1,05|1,01| 1,001| 1,0001
y|55]49|43| 46| 4,15| 4,03 | 4,003 | 4,0003
vrijednosti4 kako vrijednost: tezi kal (ovaj put s desne strane).

KaZzemo da funkcijatezi

Ako su desha i lijeva gradina vrijednost funkcije jednake, onda kaZzemo da funkcija
ima grantnu vrijednost u toj téki! Intuitivha i veoma neformalna definicija limesa:

Definicija 1.1. Ako se vrijednosti funkcijef (z) mogu napraviti onoliko blizu vrijed-
nosti L koliko zelimo, tako Stacemo napravitic dovoljno blizu vrijednostiz (ali ne
jednako vrijednosti!), onda piSemo

lim f(z) = L,
Stocitamo 'limes funkcijef (z) kadax teZi kaa'.

Primjer. Napravite konjekturu o vrijednosti limesa

I °

B0 ol 1
Primjetimo da je funkcija nedefinisana kdz = 0. Medutim ovo nema uticaja na po-
smatranje grane vrijednosti, jer se onat ponasanja funkcijgu blizini 0, a ne u sa-

moj taCki 0. Donja tabela nam predstavlja ponaSanje funkcij€kdma okd), zaokru-

3 & i i ioGpq [ __©00L | 0001 | -0,0001 | -0,00001 | 0 | 000001 | 00001 | 0001 | 001
Zeno na Sest decimalnim mjery | 1,994987 | 1099500 | 1099950 | 1099995 | | 2,000005 | 2,000050 | 2,000500 | 2,004988




Stoga je naSa konjektura da je

X

lim — = 2.
;c1—>0 ver+1-—1
Sjetimo se takoer
T vr+1+1
/(@) Ve+1l—-1 Vz+1+1 (w #0Y)
Primjer. Napravite konjekturu o vrijednosti limesa
. sinx
lim
x—0 I

Primjer. Napravite konjekturu o vrijednosti limesa
™
lim sin (—) .
x—0 xX
Prvi (veoma stidljivi) pogled u neprekidnost

Krive u ravni se generalno mogu podijeliti u dvije kategerjone koje imaju skokove
ili rupe i one koje nemaju. Skokovi ili rupe u krivim nazivegeprekidima Kriva koja
neka prekida se, (veoma inventiv@), nazivaneprekidnom

Ocito temo imati dvije vrste prekida, kao Sto smaotve&omenuli. Prekid izazvan
rupom ili izb&enom t&kom funkcije naziva setklonjivi prekid grafa funkcije. Sve
ovo u stvari nam govori kojte to uslovi morati biti zadovoljeni kako bi funkcija bila
neprekidna u ki a:

e Funkcja mora biti definisanaa(!);
e Grantne vrijednosti s obje strane moraju postojati&ktau;

¢ Vrijednost funkcijef (a) mora biti jednaka objema graimim vrijednostima.

Beskonane granicne vrijednosti - informalno

Ako se vrijednosti funkcijef (z) konstantno pov&avaju kako se: priblizava vrijed-
nostia sa desne ili lijeve strane, onda piSemo

i, f) = ool Jim J(w) =400
kako je odgovarajce i kazemo da se funkcijaneograniceno povectavakox tezi ka
a sa desne, odnosno lijeve strane.

Ako se vrijednosti funkcijef () konstantno smanjuju kako sepriblizava vrijednosti
a sa desne ili lijeve strane, onda piSemo

xgrg+ (z) = —oclili zlggf fl@)=—0



kako je odgovarajce i kazemo da se funkcijaneograni¢eno smanjujeakox tezi ka
a sa desne, odnosno lijeve strane. Ukoliko su obje vrjedisistionda piSemo
lim f(z) = +o0, tj. lim f(z) = —o0.

r—a Tr—a

Vertikalna asimptota

Definicija 1.2. Linija x = a se nazivarertikalna asimptotarafa funkcijef, ukoliko
se f(z) priblizava+oo ili —oo kako sex priblizavaa sa lijeve ili desne strane.

Granicne vrijednosti u beskon&nosti i horizontalne asimptote

Do sada smo samo posmatrali gare vrijednosti funkcija kada sepriblizavalo ne-
koj konkretnoj vrijednostiz. Medutim, veomacesto nas interesuje kako se funkcija
ponaSa kada vrijednost argumenta neogremd raste ili opada.

Definicija 1.3 (Grantne vrijednosti u beskogaosti - inf.) Ako se vrijednosti funkcije
f(z) sve viSe i viSe priblizavaju nekom brojl kako se argument neogranteno
povetava, onda piSemo

lim f(z)=L.

T—r 400

Ako se vrijednosti funkcijef (z) sve viSe i viSe priblizavaju nekom broju kako se
argumentr neogranteno smanjuje, onda piSemo

Jim  f(x) = L.

Geometrijski, ako s¢f(z) — L kakoxz — +o0, onda se graf funkcije eventualno sve
viSe i viSe priblizava horizontalnoj linijy = L (kada graf pomatramo u pozitivnom
smijeru).

Slicno, ako sef(x) — L kakoxz — —oo, onda se graf funkcije eventualno sve viSe i
viSe priblizava horizontalnoj linijiy = L (kada graf pomatramo u negativhom smjeru).

Definicija 1.4 (Horizontalna asimptota)Linija y = L naziva sehorizontalna asimp-
totagrafa funkcijef ako f(z) — L kakoz — +oo ili 2 — —o0.

Definicija 1.5 (Beskon&ne grantne vrijednosti u beskogaosti - informalno) Ako se
vrijednosti funkcijef (z) sve viSe i viSe poveavaju kako se argumentneogranteno
povecava ili smanjuje, onda piSemo

lim f(z) =400 dli lim f(z)=4o0

Tr——+00 T—r—00

Ako se vrijednosti funkcijef (x) sve viSe i viSe smanjuju kako se argumenteogra-
niceno povéava ili smanjuje, onda piSemo

xginoof(:c) =—o0 ili xgrzloof(x) = —00

10



Slika 1: Graf funkcijel /= + 1 sa horizontalnom asimptotom

Takotkr gran€éna vrijednost u beskoBaosti moze da udpe ne postoji ukoliko funkcija
beskoné&no oscilira na takav ri@n da se vrijednost funkcije ne priblizava nijednoj
vrijednosti, niti se neograténo povéavaju niti smanjuju.

Takve su na prijer trigonometrijske funkcién i cos. U tom slitaju kaZzemo da gra-
nicnna vrijednost ne postoji zbog oscilacije.

Izacunavanje limesa

Deset standardnih gramiih vrijednostice formirati osnovu za izéunavanje gragnih
vrijednosti. Tri ukljluju konstantnu funkciju, tri ukljtuju linearnu funkciju, dok
Cetiri ukljuCuju racionalnu funkciju.

limk=Fk lim k=Fk lim k=&,
Tr— — 00

T—ra Tr—r—+00
lim z = a, lim x = +o0, lim = —o0,
r—a r—>+00 r——00
. 1 . 1 . 1 .
lim — =400, lim — = —o0, lim — =0, lim — =0.
z—0t X z—0— T z—+o0 I T——00 I

Osobine granitne vrijednosti funkcije

Nekalim ozn&ava jednu od gradnih vrijednostilim, ., lim,_,,—, lim,_, o+, limg—, 4 o,
ili lim,_,_~. Pretpostavimo da postoje gréne vrijednost funkcijd.,; = lim f(x) i

Ly =limg(x). Tada

1. lim[f(z) £ g(x)] = lim f(x) £ lim(z) = L1 + Lo

11



2. limk- f(z) =k -lim f(z) =k- Ly (k € R)
3. lim(f(z) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x) = LidotLs

iy f(@) _ limf(z) _ L,
4., lim o) = limg(i) = L_27(L2 #0)

5. lim[f(z)]¥ = (lim f(x))* = L¥, (k € R).

Primjer. IzraCunati;

1.
lim (222 — 5z + 10)
r—1
2.
. x?
lim
z—1 1 — ]_
3.
. 22 —5x+6
lim

Za svaki polinom
p(x) =co+crz+ -+ cpa”

i za bilo koji realan broj,

lim p(z) = p(a) = co + cra+ -+ cpa”

Tr—a

A Sta je s polinomima oblika™ u beskonénosti? Pogledajmo sliku!

MnoZenje sa pozitivnom brojem niSta ne mijenja, dok mnaZeajnegativnim brojem
mijenja znak beskortmosti.

Takoter mozemo posmatrati gramie vrijednosti funkcija definisanih dio po dio
£ ) _ x2 — 9, <3
=Y Ve 13, =>3

1.2 Granicna vrijednost funkcije
Granicna vrijednost funkcije

Do sada se sva diskusija zasnivala na intuitivnoj predogtatio znai da se vrijednost
funkcije sve viSe i viSe pribliZzava nekoj gr&mioj vrijednosti.

12



Slika 2: Grafici funkcijae,z?,23,2%,2°

Sada se kortao moZemo i trebamo, pozabaviti problemom gEarivrijednosti for-
malnije. Meditim, vetinu tog posla ostavljamo predmetu Analiza I. No neSto funda
mentalno ipak trebamo vidjeti!

Stoga posmatrajmo funkciju za koji(z) — L kakoz — a. Ako f(z) — L kako
x — a, onda za bilo koji pozitivan braj, mozemo nai otvoreni interval nac-osi koji
sadrzi t&ku x = a i ima osobinu da za svakou tom intervalu, osim mozdat = a
vrijednost funkcijef (z) je izmeth L —ei L +«.

Definicija 1.6 (Prva preliminarna verzija)Neka je funkcijaf (z) definisana za svako
x U nekom otvorenom intervalu koji sadrzi brgjsa mog@im izuzetkom u samona.
Ondatemo pisati

lim f(z) =1L

Tr—a
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ako za bilo koji dati bro > 0 moZemo néi otvoreni interval(zo, x1) koji sadrZi
tatku a takav daf (z) zadovoljava

L—e<f(z)<L+e

za svakar u intervalu(zg, 1) 0sim mozda w: = a.

Definicija 1.7 (Druga preliminarna verzija)Neka je funkcijaf (x) definisana za svako
x U nekom otvorenom intervalu koji sadrzi brgjsa mogéim izuzetkom u samora.
Ondatemo pisati

lim f(z) =1L

r—a

ako za bilo koji dati brog > 0 mozemo néi broj § > 0 takav daf(x) zadovoljava
L—e<f(x)<L+e
za svakar u intervalu(a — ¢, a + ¢) osim mozda w = a.

Definicija 1.8 (KONACNA verzija) Neka je funkcijaf(z) definisana za svake u
nekom otvorenom intervalu koji sadrzi braej sa mog@im izuzetkom u samom.
Ondatemo pisati

lim f(z) =L

r—a
ako za bilo koji dati brog > 0 mozemo néi broj ¢ > 0 takav da
|f(z)— Ll <e ako 0<|z—al<d.

Definicija 1.9. Za brojL € R reti temo da je gragna vrijednost funkcijg = f(z) u
tacki a ako za svaka > 0 uvijek postoji brojd > 0 koji zavisi ode, tako da vrijedi da
ako je udaljenost izmedr i @ manje odd, tada je i udaljenost izmedf (z) i L manja
ode, tj.

(Ve >0)(30=0(e) >0) |z—a|]<d=|f(z)—L|<e, il
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(Ve >0)(F0 =6(e) >0) z € Os(a) = f(x) € O(L).
Os(a) =(a—96,a+9), O (L)=(L—¢,L+e).
i piSe se
lim f(z) = L.

r—a
Primjer. Funkcijaf(z) = 3z — 5 ima grantnu vrijednost. = 1 u tekia = 2.
Primjer. Funkcijaf(z) = 22 ima granénu vrijednosb = 9 u tatki a = 3.

Vrijednostd nije jedinstvena!

Primjer. Koristeti urateni primjer, za funkcijuf (x) = 22 i par (a,b) = (3,9), popu-
niti sliedetu "e — ¢" tablicu za istu funkciju i pafa, b) = (2, 4):

B 0,1 [0,01 [0,001 [0,0001
5(e)

Definicija 1.10. +oo je grantna vrijednost funkcije = f(z) u tacki a ako vrijedi da
za svakoM > 0 postojid koje zavisi odM takvo da€im je z iz Os(a), imao da je
f(z) > M, 1.

(VM >0)(30 =6(M)>0) z€Os(a)= f(z)> M.

Za —oo, imamo
(VM <0)(F0=6(M)>0) z€O0s(a)= flz)< M.

L je grantna vrijednost funkcijey = f(z) kadax — +o0 ako
(Ve>0)3M =M() >0) 2>M=|f(x)—L|<e.

L je grantna vrijednost funkcijgy = f(x) kadax — —oc ako
(Ve>0)(AM =M() <0) z2<M=|f(x)—L|<e.

1.3 Lijevaidesna grantna vrijednost

Definicija 1.11. Vrijednost  lim  f(z) ozn&avamosalim f(z)ilikratef(a+
RIND3z—a z—ra+0

0), kad god ta vrijednost postoji i zovemodesnom grantnom vrijednosti funkcije
f utatkia . Akojea = 0, onda se pi§elirﬂof(x), tj. f(-+0) (ili pak, f(0+)).
r—r

Po analogiji se definiralijeva grani¢na vrijednost
lim f(x)= f(a—0).
r—a—0
Nije teSko zaklj&iti da vrijedi

lim f(z)=b <= lim f(x)= lim f(z)="h.

r—a r—a—0 z—a+0

15



2 Neprekidnost

Neprekidnost

Obijekt koji se krée ne moze tek tako samo nestati i pojaviti se na drugom mjestu
nastaviti kretati. Stoga ukoliko put objekta u kretanjupasramo kao krivu, ona bi
trebala bitineprekidnabez rupa, skokova ili prekida.

Ranije smo razmatrali neprekidnost informalno. Mtih, taj pogled je i viSe nego
dobar, kao Sto vidimo iz

Definicija 2.1. Funkcija f je neprekidna u tacki: ukoliko su zadovoljeni slijeds
uslovi:

1. f(c) je definisana.
2. lim f(z) postoji.
Tr—c

3. lim f(x) = f(c).

Tr—c
Ukoliko je jedan ili viSe od gore navedenih uslova nije zaalfan, kaZemo da funkcija
f imaprekidu tacki c.

Ako je f neprekidna u svakoj &i intervala(a, b) onda kazemo da je funkcija nepre-
kidna na interval{a, b).

Ukoliko je funkcija neprekidna na intervalt-oo, co) onda kazemo da je svuda nepre-
kidna.

Primjetite da su prva dva uslova u stvari suvisni!

Primjer. Odrediti da li su slijedée funkcije neprekidne u ¢&i © = 2:

2 —4 z°—4 x#Z
= — = r—2"
o=t s ={ 7 72

)

z2—4
h(a:){ 20 TF2
4, T =2

Neprekidnost u primjenama

U primjenama, prekidi oldno signaliziraju pojave vaznih fizikalnih fenomena.

S obzirom da prekidi imaju zi&ajne fizikalne interpretacije, vazno je da smo u nfegu
nosti identificirati t&ke prekida specifnih funkcija i da smo u mogdunosti napraviti
opta tvrtenja o osobinama neprekidnosti cijelih familija funkcijelobicajeni pristup
da pokaZemo da je funkcija neprekidna je da pokazemo da jekidpa u nekopro-
izvoljnojtacki. Na primjer, kao Sto smo vidjeli ranije, ako jéx) polinom i ako jea
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proizvoljan realni broj, imamo da je

lim p(z) = p(a).

Tr—a
Stoga, imamo slijeds rezultat:
Teorem 2.2. Polinomi su svuda neprekidni.

Primjer. Pokazati da je funkcijér| svuda neprekidna.

Ako je x > 0, onda je|z| = z, Sto je polinom, koji je po prethodnom teoremu nepre-
kidna funkcija. Na isti néin, ako jez < 0, onda je|z| = —=z, §to je polinom, koji je
po prethodnom teoremu neprekidna funkcija.

Ako medutim posmatramo neprekidnostu= 0, onda vidimo da je prvi uslov zado-
voljen. Da bi vidjeli da je drugi uslov zadovoljen, moramaospuatrati

lim |z| = lim x=0.
z—0t z—0t

lim |z|= lim —z=0.
z—0~ z—0~

Stoga jelim, ¢ |z| = 0.

Takotkr, po definicijij0| = 0 = lim,_,¢ |z|, pa zaklj€ujemo da je funkcija neprekidna
u tacki = 0. Stoga je neprekidna ra-oo, +00).

Osobine neprekidnih funkcija

Teorem 2.3. Ukoliko su funkcijef i g neprekidne u tacki, onda

e f + gje neprekidna u;

e f — gje neprekidna u;

e [ -gjeneprekidna u;

o £ je neprekidna u ako jeg(c) # 0, aima prekid u: ako jeg(c) = 0.

Teorem 2.4. Racionalna funkcija je neprekidna svuda osim u tatkama plimenioc
jednak nuli.

Primjer. Za koje vrijednostic imamo rupu u grafu funkcij%%?

Budwi da jez? — 52 + 6 = (z — 2)(z — 3), to zn&i da funkcija nije definisana u
tatkamazr; = 21 x5 = 3. S druge strane,
(x —3)(z+3) . (z+3)

liy fle) = I e =) W o= &
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pa limes funkcije postoji i koran je. S druge strane

. o (x+3)
zligl* f($> o zligl* (x — 2) o +OO,

) . (z+3)

1 =1 = _
S fle) = Iy gy =

pa ux = 2 imam vertikalnu asimptotu, ax = 3 funkcija ima rupu.

Neprekidnost kompozicija
Ako lim ozn&ava jednu od gradnih vrijednostiim, ., lim,_,.—, lim,_, .+, lim; 1 o
ili limg .

Ako jelim g(x) = L afunkcijaf je neprekidna u &ki L, onda je

lim f(g(z)) = f(L).
To jest,
lim(f(g(x))) = f(limg(x)).

Drugim rijeCima, znak grariine vrijednosti moZe zamijeniti mjesto sa znakom funk-
cije, ukoliko je funkcija neprekidna i ukoliko postoji gri@ma vrijednost izraza unutar
funkcije.

Primjer. Ispitati neprekidnost funkcijg¢(x) = |5 — z?|.

S obziromdaj& — 22 > 0 < =z € [-5,5], ako jex € (—o0,—5), |5 — 2?| =
x? — 5, §to je neprekidno. Onda moramo posmatrati sve ostat@jgve, kao i posebne
sluCajever = +5.

Alternativho, ako posmatramo limes kad— a, ¢ € R i primjenimo malopredsnju
teoremu,

. - 2 _ . N 2 _ B 2 _

lim |5 — 22| = | lim (5 — 2?)| = |5 — a?| = f(a).

Stoga je funkcijaf neprekidna svugdje!

Teorem 2.5. 1. Ako jefunkcijgy neprekidna u tackii ako je funkcijaf neprekidna
u tackig(c), onda je u kompozicija funkcijf o g neprekidna u tacki.

2. Ako je funkcijag neprekidna svuda i ako je funkcijaneprekidna svuda, onda
je u kompozicija funkcijg o g neprekidna svuda.

Stoga na osnovu prethodnog primjera zakljiemo na primjer da je apsolutna vrijed-
nost neprekidne funkcije neprekidna funkcija!

Pitanje

MoZe li apsolutna vrijednost prekidne funkcije biti nepkitha funkcija?
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Reti temo da je funkcija neprekidna s lijeve stranedkia ukoliko

lim f(z)=c¢,

r—c™

a da je neprekidna s desne stranetkita ukoliko

lim f(z) =ec.

z—ct
Definicija 2.6. Funkcija se naziva neprekidnom na zatvorenom interjalk] ukoliko
su zadovoljeni slijed& uslovi:
1. f je neprekidna néa, b);
2. f je neprekidna s desnaa;

3. fje neprekidnas lijeva t.

Sta moZemo f&@ o neprekidnosti funkcije/9 — 22?

Teorem 2.7(Teorema srednje vrijednostipko je f neprekidna funkcija na zatvore-
nom intervalufa, b] i ako je k bilo koji broj izmed f(a) i f(b) (inkluzivno), onda
postoji najmanje jedan braj na intervalu[a, b] takav da jef (z) = k.

lako je ova teorema intuitivnodigledna, njen dokaz zavisi od matengétiprecizne
razvijene teorije sistema realnih brojeva, Sto je izvammi@ovog predmeta i bite
uracen u Analizi |.

Posljedica 2.8. Ako je f neprekidna nda, b] i ako suf(a) i f(b) razliciti od nule i
suprotnog znaka, ona postoji najmanje jedno rjeSenje jéniregf () = 0 u intervalu
(a,b).
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BN
L

-4

Primjer. Naci rjeSenje (priblizno) realno jedtmez? — x — 1 = 0.

x| 1 11 1,2 1,3 14| 15| 16 | 1,7
y|-1]|-0,77|-047|-0,10| 0,34| 0,88 | 1,50 | 2,21

X 1.3 1,31 132 | 1,33 | 1,34 | 1,35 | 1,36 | 1,37
y | -0,103| -0,062| -0,020| 0,023 | 0,066 | 0,110| 0,155 0,201

Neprekidnost trigonometrijskih funkcija

Teorem 2.9. Ako jec € R proizvoljan broj u domeni specificirane trigonometrijske
funkcije, onda

lim sinx = sine¢, lim cosz = cosc, lim tgx = tge,
xr—c r—c xr—c

lim cscx = csce, lim secx = sece, lim ctgx = ctge.
r—c r—c Tr—c

Teorem stezanja/send\i/lopovi i policajci

Teorem 2.10. Ako suf, g i h funkcije koje zadovoljavaju nejednakosti

g9(x) < f(z) < h(x)),

za svax u nekom otvorenom intervalu koji sadrzi tackusa mogucim izuzetkom u
samoj tackic. Akog i h imaju istu granic¢nu vrijednost kako sepriblizavac, recimo

lim g(z) = lim = h(z) = L,
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onda i f mora imati istu grani¢nu vrijednsot kako seprilizava.c, tj.

lim f(z) = L.

Tr—c

Primjedba. Ova teorema takaat vrijedi i za beskon@ne grantne vrijednosti.

Primjer. Dokazatida je

. sinx . l—coszx
lim =1, lim—=
z—0 T z—0 x
AV
C
o
0 A4 |1 .

Primjetimo prvo da jef (o) = % parna funkcija, p&e biti dovoljno da razmotrimo
samo vrijednostiv > 0, jer je f(—«a) = f(«).

Na trigonometrijskoj kruznici, ucimo tri ravne figureAOAB, AOAC i kruzni isje-
CakOAB. Jasno je da za njihove povrsine, vrijedi procjena

ProaB < Poap < Paoac-

Napomena : povrsina kruznog ije se réuna po formuliia - r). Buditi da je
r = OA = OB = 1, iz poslednjih nejednakosti slijedi

sin «v

2

< = 1< <

tg o « 1
< — -
- 2 sina T cos«

(Y e}

sin «
=cosa < — <1,
«

odakle je, s obzirom da jém,_,ocosa = cos0 = 1, primjenom sendvi teorema,

dobijamo da je _
lim 2%
a—0
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Primjer. PokaZimo da je niz,, = (1 + 1)" rastii i ogranen odozgo.

Jednostavnim &unom se ima

Tnt1 n+2 1 "
= 1-— .
o n+1 (n+1)?

Na osnovu Bernoullijeve nejednakosti je

1 " n
1- —— - ———  n>2
( <n+1>2) T Ty e

paimamo

xn+1>n+2 1 n _n3+3n2+3n+2>1
Zn n+1 (n+1)2) n3+3n2+3n+1

Dakle niz je strogo monotono rasiu

)"H, otigledna je nejednakost, < y,,

Ako sada posmatramo i nig, = (1 +
za proizvoljnon € N.

Pokazati da je niZy,) strogo monotono opaddji ostavljeno je za vjezbu. Iz
ovoga onda zakljujemo da je bilo kojElan niza(y,,) gornje ogrartenje niza(z,,),
pa mozemo ré da jex, < y; = 4 za proizvoljnon € N.

Iz monotonosti i ogradienosti nizgx,,) zakljuCujemo njegovu konvergenciju.

Grantnoj vrijednosti ovog niza dajemo posebno ime ( prema Eulgauisttemo i
njegovu vaznost za éananje mnogih drugih limesa.

Definicija 2.11.

1 n
e= lim (1 + —) .
n—+4o0o n

Broj e nazivamo Eulerovim brojem i on je jedna od najvaZnijih meaéékih konstanti.
Prvih nekoliko decimala tog broja su

e =2,718281828...

Prebacimo li ovo u jezik funkcija jedne promjenljive, daijo da je
lim <1 + l) =e,
T —00 x

lim (1 +a:)% =e.

x—0
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Primjer. IzraCunati

3 2z—1 T
1. lim <1+ —> ; lim
T

T—00 z—0e® — 1

2x+1
1
2. lim (m+1) ; lim z(ln(z 4+ 1) — Inx);
T—

z—o00 \ & — oo
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